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摘要 通过给 出重力场源正 交分解定理 的各种数学表示 及其几 何 图示 以及对其物理 内涵 的深入

剖析
,

推及至对物理 大地测量学反问题研 究的相关进展
、

主要 理 论方法及存在 的问题进行评 注
.

着 重分析 了正 交分解定理 的具体 实现
、

调和性场源的买 际应用 中的不确定性等 }
、

司题
.

从场源正 交

分解在物理 大地测量学与地球物理 学结合中的作用角度
,

论证 了如下结论
: 1

.

重力场源正 交分解

的存在性及可 行性 ; 2
.

N e w ot n
算子相 当于一 单通滤波器 ; 3

.

任何形式的引力场源或扰动场源对

外部 重力场 的贡献等效于调和性场 源对外部场 的贡献 ; 4
.

外部 重力场并 非只 能反 演调和性场源 ;

5
.

正交分解定理为外部场赋值提供 了一种简单 的赋值转换元 素 ; 6
.

正 交分解为地球物理 重力反 演

提供 了一个重要约束
.

关键词 物理大地测最学反问题 场源正交分解 正交分解定理调和性场源 零外部位密度

重力场源的正交分解
,

是物理大地测量学反问

题研究的理论核心之一 由于这一理论揭示 了重力

场源的一些基本特性
,

因此
,

关于物理大地测量学

反问题的诸多研究是 围绕这一定理展开
,

或直接或

隐含着以其做 为理论依据
.

然而
,

物理大地测量学

研究的主要 目的在于求解外部场结构
,

往往在满足

对外部场赋值模式及精度的要求下
,

对所涉及 的场

源特性并 不严 格强调 其物理 实在性
,

如埋藏质 点

法
、

jB e r
ha m m a r

球以及虚拟单层密度等
.

随着物理

大地测量与地球物理学相互结合的逐渐深入
,

一些

物理大地测量工作者试图将研究范畴拓展至地球 内

部
,

并运用物理大地测量学关于重力场结构分析的

理论
、

方法及相关结果
,

研究和分析重力场与场源

的响应关系以及地球 内部实际场源密度分布的性质

和特征
,

并为地球 物理反演提供有意义 的几何及物

理上的依据和约束
.

由此
,

正交分解定理成为 了理

论焦点之一 但是
,

由于正交分解 定理源于物理大

地测量
,

且其数学表达上具有相当的抽象性
,

尤其

是涉及地球物理的相关描述时
,

容易造成一定程度

的难以理解和不准确性
.

基于上述原因
,

本文通过

对正交分解定理的数学描述的解析
,

着重分析其物

理实质及意义
.

尤其是针对实际应用面临的困难及

概念上的不确定性
,

结合物理大地测量反问题研究

的一些主要方法及相关进展
,

通过论证和评注
,

进

一步从物理大地测量学反问题研究的角度为物理大

地测量与地球物理结合提供客观的依据
.

1 重力场源正交分解的数学描述及表示

1
·

1 正交分解的表述

重力场源的正交分解是以正交分解定理加以描

述的
,

其数学表述为
:

对应于 N e w t on 算子 N 的带

核 H ilbe rt 空间 L Z ( N ) = }川饰
= v

e

} 能够被正交

分解成如下形式

五 2 ( N ) = K e : ( N ) ④ H △ ( N )
,

( l )

其中 兀e r

( N ) = {户。 {饰
。 = o } : H △ ( N ) = }尸H {

△尸H 一 0 } ; 。 为场源密度
; v

e

为外部引力位 ;

帅
= v

。

为万有引力公式 ; ①表示直和 ; △为 L ap lac
e

算子
.

从场源密度结构分析的角度
,

该定理还可以表

述成为
:
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对应于给定外部引力位 v
e,

N e w t o n
算子方程

的属于 L Z ( N )空间的解 p 可以被分解成如下形式

夕 = 内 + 夕h , ( 2 )

其中 尸。 任 K er ( N )为 N e w t on 算子方 程的齐次解 ;

产h任 H △ ( N )为 N e w to n
算子方程的特解

.

一个更为通俗
、

直观的表述为
:

给定外部引力

场
,

其对应的地球 内部密度分布可以被正交分解成

两部分
:

一部分是调和性密度 ; 另一部分是零位密

度
.

这里的零位密度是指产生零外部 引力位的密度

或并不产生外部引力位的密度
.

以相互不一样
,

而它们在 H △ ( N )中的投影分量 外

却是与 v
。

一一对应的
.

同时
,

属于空 间 H △ ( N )

中的调和场源 尸h ( v
e

)是所有 尸
,

( v
e

)中距离原点最

短的一个
.

从正交分解定理的几何 图示
,

还可以直接得到

场与场源响应关系的一些基本性质如下
:

( 1 ) 对应同一外部引力位 V
e ,

零外部位密度 脚

是不惟一的
.

( 2) 调和性场源 外 与外部引力位 V
e

一一对应
.

( 3) 调和性场源 尸h 在所有对应同一外部引力位

v
。

的场源分布 夕
:

中具有最小模
.

1
.

2 正交分解定理的几种证明方式

在数学上
,

正交分解定理可以看作为对第 1 类

F r e d h o lm 积分方程 ( N e w t o n 万有弓}力方程求逆 )的

特解与通解的分析与推证
.

但是物理大地测量学工

作者是从讨论重力场与场源 的响应关系角度予以论

述和证明的
.

如 M ar us is 与 M or 让
z
等是从零 外部位

密度的角度加以论述的仁’
,

Z J
,

s an s 。
等 3[, 4了从地球密

度模的选 择角度 予以 证 明的
.

而 在文献 「5」中
,

则是直接运 用 G r ee n 公式和 G au s S 公式
,

并从场源

密度的谱分析入手
,

给出较为直观的证 明
.

1
.

3 正交分解定理的儿何图示

由于正交分解定理的数学描述较 为抽象
,

因此

主要是作为一个场与场源响应关系特征分析的理论

结果
.

而从数 学表示 上去深 入理解这 一定理 的实

质
,

则较为困难
.

为了更加直观的表述这一理论结

果
,

我们给出这一定理的几何图示
.

2 正交分解定理的实际应用

2
·

l 场源正交分解的实现

正交分解定理被称作物理大地测量学反 问题研

究的理论核心
.

然而
,

这一定理除 了从理论上揭示

了引力场与场源的响应关系之外
,

一直未 见有效的

实际应用
.

原因在于其理论上的抽象性及其解析表

达模式的缺乏
.

为此
,

文献 〔6」给 出 了一种基 于球

谐函数表达的拟调和多项式场源返近模式
.

该 多项

式的每一项为场源的径 向坐标与球谐 函数之积
,

这

种形式可以实现正交分解定理的直接应用 即
,

对

于场源密度函数 尸
,

当以如下多项式加以迈近时
,

。 ( 一 。
,

、
卜卖孔欺

、

拿:
川碱

周
”

瓦 ( 。
,

、 )〕
-

习
r ` u 、 * (

, ,

夕
,

* )
,

( 3 )

关于场源的正交分解可 以被具体实现
.

式 中
:

为场

源的径向坐标 ; R 为地球平均半径 ; ( 口
,

劝为场源

的余纬和径度 ; Y
,

(乡
,

劝为正规谐函数 ; 。
,
方为谐

函数系数
; 而

二 k叽* 即为拟调和函数项
.

K e r

( N )

图 1 正交分解定理的几何图示
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图 1中
,

尸、 ( V
e

)
,

i 二 1
,

2
,

… 表示对应 于同

一外部引力位 v
。

的通过不同反演方法得到的各种

场源分布
.

可以看出
:

由于正交分解性
,

夕
:

可以由

正交空间 K e : ( N )及 H △ ( N )中的分量 (投影 )所表

示
,

并且各个 p
,

在空间 K er ( N )中的投影分量 岛
,

可

2
.

2 拟调和多项式逼近模式的特征

由公式 ( 3) 所 表示 的拟调和 多项式退近模式是

以球谐函数为基础
、

运用代数多项式通近原理推演

而来的
.

从多项式逼近的角度而言
,

公式 ( 3) 适 用

于任意连续或分段 (层 )连续的场源函数
.

迄今
,

这

一模式已被用于调和性
、

二重调和性
、

拟调和性及

重调和性的场源函数的正交分解工7 〕
,

其结果都可以

取公式 ( 3) 中的某一项 (如 k = 0
,

l
, n

等 )而直接获

得
.

然而
,

所谓调和性
、

拟调和性场源等
,

都是从

物理大地测量角度以逐次逼近的方法对实际场源加
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上的一些具有数学属性的约束而获得
,

从重力场的

表示与逼近角度
,

具有一定的理论意义
.

但是
,

如

果将其作 为某些特定约束时
,

其物理上的合理性 目

前尚不得而知
.

一个显而易见的事实在于
,

以多项式

逼近的场源
,

其整体性质应该取决于相应的代数多项

式本身
,

而非其中的某一项上
.

这类似于外部扰动位

的球谐展开模型中低阶项反映地球深部构造
,

高阶项

反映浅部特征 由此意 义上讲
,

目前应用公式 ( 3) 中

某一项或几项获得的各种具体解式只能理解为对实际

场源的一种多项式逼近过程中的某阶次的表示
.

若欲

获取更加符合地球物理实际的场源表示
,

则应该是各

阶项的线性叠加
.

据此
,

必须寻求更多来 自于数学性

质
、

物理大地测量
、

地球物理的场与场源关系的描述

或约束
.

从数值逼近的原理出发
,

约束和条件越多
,

可求解的多项式的项数就越多
,

逼近程度也将越合

理
,

物理内含也将越丰富
.

因此
,

正交分解定理的应

用才会更具实际意义
.

式中 p 。 ( e o s o )为 L e g e n d r e 函数
.

将 ( 4 )式代入 N e w
-

ot n 万有引力公式
,

并将距离 倒数也以谐函数的形

式展开后
,

应用完全正规球谐 函数的正交关 系
,

便

得到引力位系数 C ij 及 stj 与调和密度谐函数系数 禹
,

禹之间一一对应关系式

4 兀 R

( 2 。 + 一) ( Z n + 3 ) M尸J

-

一 卫丛立一一
才

( Z n 十 1 ) ( Z n + 3 ) M
一̀ 移

二 C
。 ,

( s a )

= S ij
.

( s b )

2
.

3 调和性场源的应用

在有关的物理大地测量学反问题研究 中
,

调和

性场源或调 和性扰 动场源往往 起着较 为重 要的作

用
.

在一些研究中
,

调和性场源或调和性扰动场源

被作为一种地球物理修正量甚至取代地球的质量异

常而 推 及 至 对 一 些 地 球 内 部 结 构 的 描 述 之

中 ` ),[ 8一 ’ 2 ]
,

原因在于
,

数学依据
:

根据正交分解定理
,

场源密度可以

被正交分解成两部分
,

一部分即为调和函数
,

另一

部分为零位密度部分
.

根据定义
,

零位密度对外部

位不作贡献
.

同时
,

在物理大地测量学反问题 的相

关研究 中
,

诸多 判定准 则 [` 3〕也 已 证明
:

在 护 空

间
、

H `
,

2空间以及密度分布具 有最小能量 (最稳定 )

和最小梯度情况下
,

调 和性场源分布具有最小模
.

文献 〔5] 也分别从 iT k ho no
v 正则化角度以及封闭解

式与谱表示式的等价性 角度证明了上述结论
.

而从

第 1节 中的图 ( 1) 也可以直观地看 出这一性质
.

进

一步通过谱分析方法
,

还可以给出外部引力位与调

和性场源一一对应的求解公式 [“ 1
,

即设调和密度可

以谐函数的形式展开成

物理依据
:

调和性场源的一些基本性质在地球

物理的某些现 象 中也能 找到对 应 的定性 解释
.

例

如
,

通常认为当不考虑外在能量来源时
,

地球在抗

拒某些 质量运 移行 为而趋 于流体 静力学 平衡状 态

时
,

其质量偏差 (可视为扰动场源或密度异常 )及侧

向变化 (变化率 或梯度 )应尽量 小
.

这种现象可以由

数学上的密度分布具有最小模 (对应 H `
,

2空间 )加以

描述
,

其所对应 的场源 密度 分布 函 数 正是调 和 函

数 [ `3 〕
.

另一个实例来自于对调和性场源的批评
.

因

为内部调和函数在边界上一般具有最大值
,

这种性

质的场源与通常的地球物理学 中关于地球质量分布

的描述存在明显矛盾
.

但是
,

当考虑调和性扰动场

源或将质量异常视为调和 函数时
,

这种矛 盾性却转

化为相容性
.

因为
,

一般认为随着深度的增加
,

地

球质量所受到的压力增大
,

因而质量分布也就应该

越均匀
.

从而使得质量异常与压力存在着一定的反

比关系
.

而地球 内部压力在地球表面达到 极小值
.

因此
,

调和性扰动场源或密度异常 (在边界达极大

值 )与这一基本的地球物理现象也就不矛盾了
.

_

子 {引
`

尸 一

自 {尺 ) 习
尸。 ( cos 。 )〔 ,易

CO sj 几 十 :jP
s i
anj ]

,

( 4 )

2
.

4 调和性场源的不确定性及其理解

尽管有着各种解释
,

但是
,

一个关键的问题在

于
:

地球的质量分布与调和性场源之间的确定关 系

迄今并无实质性判据
.

换言之
,

正交分解定量只揭

示 了实际场源 (或扰动场源 )可以正交分解成调和部

分与零外部位密度部分
,

但并未给出两者之间的比

例关系
.

因此
,

纯粹的以调和性场源来描述地球内

部构造
,

尚缺乏可靠的理论依据
.

另一方面
,

来 自

于地球物理的结果 已告诉我们
,

地球内部质量非连

续
,

存在着若干已知的物理或化学上的间断面
,

实

际场源既不连续
,

更不调和
.

这也使调和性场源受

到质疑
.
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但是
,

我 们可 以按 如下方式来 看待调和性 场

源
:

由于公式 ( 5) 表明了外部 引力场与调和场源之

间存在一一对应 的关系
,

这意 味着 只要 外部场 存

在
,

则必有对应的调和部分存在
.

因此
,

无论调和

性场源在实际场源中所占比例多大
,

以其作为反映

地球质量分布的一种趋势或零阶
、

一阶近似
,

则还

是有着一定的实际意义的
.

而若实际场源或质量异

常与调和性场源差别较大
,

则意 味着更 多的地球物

理实际信息将为零外部位密度所包含
.

从这一意义

上说
,

物理大地测量学反问题的研究将不能仅限于

调和性场源
,

而必须向非调和性场源拓展
.

另外
,

从数学上分析
,

零位密度并未要求连续
.

如果能寻求一种有效的地球物理约束或方法以确定零

位密度
,

调和场源与零位密度的直和将使得调和性场

源与实际场源的非连续性之间的矛盾得以解决
.

同时
,

若考虑扰动场源或密度异常
,

从物理实

际出发
,

在反问题研究 中所选择的正常场源接近物

理实际或具有地球 内部结构不连续的形式框架
.

则

调和性扰动场源的合理性将得到进一步增强
.

可以

设想
,

在构制正常场源时
,

如果能够对应于地球实

际间断面相应地设置若干特殊质量面
,

并作具体赋

值
,

则以调和性扰动场源在增加必要的约束后去反

演实际密度异常 (相对于正常场源的偏差 )时
,

对连

续与否的要求便不再重要
.

当然
,

这是探索物理大

地测量学与地球物理学相互结合时所面临的另一个

值得进一步探索的问题
.

3 正交分解定理的物理意义分析

3
.

1 重力场源正交分解的存在性及可行性

迄今为止
,

除 了文献 〔6] 给出的拟调 和多项式

逼近模式之外
,

尚未见其他关于场源正交分解的解

析表示
.

然而
,

由于拟调和多项式逼近模式是依据

多项式逼近原理 推证得到的
,

对于那些连续或分段

连续的场源函数
,

理论上应可 以由该多项式予以逼

近和表示
.

因此
,

拟调和多项式的普适性及正交分

解性便意味着场源正交分解的存在性及可行性
.

3
.

2 N e w ot n
算子相当于一单通滤波器

根据正交分解定理及零外部位的性质
,

将公式

( 2 )代入 N e w t o n 万有引力公式后

器
,

零位密度无论是否含有外部重力场或其他地球

物理信息
,

都将无法通过 N e w t
on 算子被重力观测

所发现
,

只有正交分解意 义下的调和性场源能够通

过它而映射出外部场
.

由于外部引力位或扰动位亦

为调和函数
,

因此
,

N e w ot n
算子 N 实际上是将场

源中的调和部分映照成调和函数
.

可见
,

正交分解

定理实质上刻划出 N e w t on 算子的固有特征

3
.

3 任何形式的 引力场源或扰动场源对外部场的

贡献等效于调和性场源对外部场的贡献

尽管在许多情况下
,

并无必要也不容易直接对

场源所正交分解
,

但是 由于上述 的 N e w t
on 算子 的

滤波器性 质使得人 们可 以理 解出 当任何场源通过

N e w ot n
算子 时

,

其零 外部位密度被滤掉
,

剩 下的

部分必然是与其正交的调和性 场源部分
.

从这一意

义上讲
,

只有调和函数对外部场具有实质性贡献
.

而在通常的反问题或正演研究中
,

不同形式的场源

对外部场的不同影响实质上是在正交分解意义下各

种场源所含的调和部分的大小所决定的
.

3
.

4 外部重力场并非只能反演调和性场源

尽管重力场观测量可 以看作 N e w ot n
算子作用

于场源中调和性部分的结果
,

但是并不能 由此认为

通过外部重力场就只能反演出调和性场源
.

因为这

是间题的两个方面
,

而不是一个一对一的逆映射 问

题
.

实际上
,

这正是有关对物理大地测量学反 间题

研究基本原理的彻底理解
.

因为正 交分解定理 的另

一个实质性意 义在于揭示了实际场源可以从数学上

理解成为调和部分与零位密度部分的综合体
.

可是

在探求场源的过程 中
,

是依据数学上
、

物理大地测

量学上以及地球物理学上的有关约束和对实际场源

的一些基本性质的了解而构制由场到场源的映射算

子
.

此时
,

外部重力场量只是作为一种映射过程中

的输入量
,

而无法限定其所得到的映射结果必须是

调和函数
.

显然
,

应 用的 约束条 件越 丰富
、

越 合

理
,

构制的场源映射算子也就越真实
,

由此得到的

场源中除 了调和部分之外
,

将含有更多的零外部密

度的成份
.

地球物理 中各种反演方法及结果以及文

献仁7] 和 L14 1从物理大地测量角度构制的三重调和

方程场源赋值模式和拟调和场性场源表示都是这一

结论的具体例证
.

V
。
二
饰

=
饰

卜 + N尸。 = N 尸h ,

( 6 )

,一汾
弓
碑
,
育
,卫飞l牛多侄JJó公式 ( 6) 意味着

,

如果将 N e w ot n
算子看作一滤波

3
.

5 正交分解定理为外部场赋值研究提供 了
一

种

简单的赋值转换元素

物理大地测量学关于场源研究的目的之一
,

在于



红鱿并乎忍展 第 12 卷 第 4期 2 0 0 2 年 “ 月

为方便外部扰动场的赋值和进行有效的边界观测量内

插
.

此时
,

扰动场源实际上被作为实现上述 目的的一

种转换元素而一般不考虑其实际的地球物理意义
.

由

于零外部位密度意味着对外部扰动均无贡献的场源部

分
,

对它的考虑显然无助于上述 目的实现
.

从这一意

义上讲
,

正交分解定理恰恰将场源 (或等效场源 )中对

外场
“

有用
”

的部分与
“

无用
”

的部分区别开来
.

这

将使得以外部扰动重力场赋值为目的的研究及建立相

应的求解模型更加直接和简便
.

解定理从理论上揭示了重力反演的非惟一性
.

从正交

分解的角度
,

关键在于场源中的零位密度的非惟一

性
.

这也说明
:

要合理有效地确定场源密度分布
,

必

须是物理大地测量手段与地球物理手段的综合应用
,

因为重力场只能惟一确定场源中的调和部分
,

而零外

部位部分的确定需要来自于其他地球物理约束
.

这不

仅为物理大地测量与地球物理的结合提供了一条途

径
,

也是值得引起地球物理学者予以关注的
.
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3
.

6 正交分 解定理为探求真 实场源密度提供 了一

个重要约束

考虑如下 3 个与场源有关的性质
:

( 1) N e
wt on 算子虽然不可逆

,

但却是一个单映

射算子
.

即给定一个场源
,

只能由其得到一个场量 ;

( 2) 任何场源
,

在正交分解的意义下
,

只有它

所具有的调和部分能够通过 N e w ot n 算子映照 出外

部场量 ;

( 3 ) 外部场与调和性场源之 间存在一一对应关

系
.

应用以上 3 个性质
,

可以证 明如下结论
:

无论

何种形式的场源
,

只要对应于同一外部场量
,

则这

些场源中的调和部分必须相等
.

而它 们之间的差别

则体现在各 自的零外部位密度之上
.

这一结论
,

无

论是在物理大地测量学反 问题研 究还是地球物理反

演探求真实扰动场源的过程 中
,

至少是一个十分重

要的约束或检验手段
.

因为外部重力场观测量是惟

一的 (在一定精度意义下 )
.

而无论是 依据什么方法

反演或反解出的场源密度函数
,

它们都必须满足一

个共同的基本 条件
:

即将它们代 入万 有引 力公式

( N e w ot n
算子 )后得到 的外部 场必须与惟 一的观测

量相一致
.

同时
,

每一种场源中的调和部分也必须

相一致
.

这也说明了这样一个原理
:

当判断所探求

的各种场源密度结构的合理性与否时
,

应更多的考

虑其所包含的零外部位密度的合理性与否
.
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